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Abstract: A general approach for the quantization of statistical data and dis-
tributions is considered. The concept is closely related to the statistical mea-
surement of concentration and to the mathematical theory of majorization. In
particular, it is the theoretical basis of those compression algorithms which
are analysed by Potzelberger and Strasser (2001).

1 Einleitung

Bei der statistischen Analyse von hochdimensionalen Datensitzen besteht hdufig die grund-
siatzliche Schwierigkeit, dal der Stichprobenumfang, dh. die Anzahl der Datensitze, zu
gering ist, um eine Beschreibung durch ein parametrisches Modell tatsédchlich statistisch
auswerten zu konnen. Ein Beispiel soll diese Feststellung verdeutlichen.

Es sind im Bereich der Marktforschung Datensitze mit 15 bis 30 Variablen keine
Seltenheit, wobei aber der Stichprobenumfang n dieser Datensitze in der Regel die Marke
von einigen Hundert nicht tibersteigt, sondern eher deutlich darunter bleibt. Wir nehmen
der Einfachheit halber an, daB3 die Variablen dichotom sind, dh. nur die Werte O und 1
besitzen. Solche Datensitze entstehen aus Befragungen mit Alternativfragen. Obwohl die
Datenvektoren nur endlich viele Werte annehmen konnen, ist an eine volle Modellierung
nicht zu denken, da die Anzahl der mdglichen Werte (2'° = 32768, 23° = 1,1 E10)
die GroBe der realistischen Stichprobenumfinge bei weitem iibersteigt. Es ist iiblich, fiir
solche Datenitze wesentlich kleinere Modelle zu verwenden, die nur die Wechselwirkung
zwischen Paaren von Variablen beschreiben. Es sind dies beispielsweise autologistische
Modelle, deren bedingte Verteilungen linearen Logitmodellen entsprechen. Die Anzahl
der Modellparameter bei solchen Modellen betrigt d(d + 1)/2, wenn d die Anzahl der
Variablen bezeichnet. Hat die Befragung, aus der die Daten stammen, einen Vergleich
von k£ Marken zum Ziel, dann handelt es sich statistisch um ein k-Stichprobenproblem
und man hat es mit kd(d + 1)/2 Parametern zu tun, denen n Datensitze gegeniiberstehen.
Ist beispielsweise d = 20 und £ = 8, so haben wir es mit 1 680 Parametern zu tun, fiir
deren Analyse einige Hundert Datensétze kaum ausreichen.

Ein Ausweg aus der beschriebenen Schwierigkeit besteht darin, das Skalenniveau der
Datensitze so stark zu senken, dafl eine Modellierung mit einer wesentlich geringeren
Anzahl von Parametern moglich wird. Die Senkung des Skalenniveaus erfolgt dadurch,
daB die Datenvektoren z € R? mit einer Abbildung f : R — M kodiert werden. Bei uni-
variaten quantitativen Datensitzen ist die Kodierung durch Rangzahlen das beriihmteste
und erfolgreichste Beispiel fiir eine Senkung des Skalenniveaus. Im Bereich der multi-
variaten Statistik ist die Senkung des Skalenniveaus ein ungleich schwierigeres Problem.
Es sind vor allem zwei Moglichkeiten verbreitet.

Eine Moglichkeit besteht darin, als Bildbereich der Kodierung eine niedrigdimensio-
nalen Raum, z.B. M = R, M = R? oder M = R? zu wihlen. Verwendet man eine lineare
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Abbildung f : R? — M, die einen moglichst groBen Teil der urspriinglichen Datenstreu-
ung in die kodierten Daten hiniiberrettet, dann betreibt man Hauptkomponentenanalyse.

Eine andere Moglichkeit fiir die Senkung des Skalenniveaus besteht darin, als Bild-
menge M eine endliche Teilmenge von R? zu wihlen. Diese zweite Moglichkeit wird als
Quantisierung bezeichnet. Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist eine Bericht iiber
neuere Ansitze zur Quantisierung von multivariaten Datensétzen.

Wir werden im folgenden einen allgemeinen theoretischen Ansatz zur Behandlung
des Quantisierungsproblems vorstellen. Es wird sich herausstellen, dafl dieser Ansatz
sowohl mit dem klassischen statistischen Konzept der Konzentrationsmessung als auch
mit dem mathematischen Konzept der Majorisierung von Verteilungen zusammenhéngt.
Die Zielvorstellung einer optimalen Quantisierung wird sich durch diesen theoretischen
Ansatz exakt fassen lassen, und es ist dadurch moglich, praktisch realisierbare Algorith-
men zur Berechnung solcher Quantisierungen anzugeben. Die Klasse dieser Algorithmen
umfalit sowohl vertraute Methoden aus der statistischen Clusteranalyse als auch moderne
Verfahren aus dem Bereich der kiinstliche neuronalen Netze.

Der von uns verwendete Quantisierungsansatz stammt fiir eindimensionale Daten von
Bock (1992). Der Ansatz von Bock wurde durch Potzelberger und Strasser auf den mul-
tivariaten Fall erweitert. Die theoretische Untersuchung der Algorithmen findet sich bei
Potzelberger und Strasser (2001). Experimentelle Untersuchungen zu den Algorithmen
bietet Steiner (2000), Potzelberger (2000a,b) untersucht die mathematische Grundlagen
des Quantisierungskonzepts. Eine Ubersicht iiber die erzielten Resultate findet sich in
Strasser (2000a,c). Weitere entscheidungstheoretische Gesichtspunkte werden in Strasser
(2000b) diskutiert.

Das alte 6konomische Konzept der Konzentrationsmessung wird in der modernen Sta-
tistik unter dem Namen Majorisierung behandelt. Wir beginnen bei unserer Darstellung
mit jenem Spezialfall der Majorisierung, den wir als Quantisierung bezeichnen. Anschlie-
Bend erklidren wir das allgemeine Konzept der Majorisierung von Verteilungen. Wir zei-
gen schlieBlich, dal dieses Konzept die alte statistische Idee der Konzentrationsmessung
umfaflt. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns dem Thema der optimalen Quanti-
sierung von Verteilungen zu.

Zum Abschluf} dieses einleitenden Abschnitts erklidren wir noch einige technische Be-
griffe. Unter empirischen Verteilungen verstehen wir hier zunichst Haufigkeitsverteilun-
gen von Daten in RY, aber auch Inhaltsverteilungen auf endlichen Grundgesamtheiten
wie zum Beipiel Vermogensverteilungen. Sdmtliche dieser Konzepte spielen aber eben-
falls fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen, also fiir Modelle von empirischen Verteilungen
eine Rolle. Um Modelle und empirische Verteilungen gemeinsam behandeln zu konnen,
verwenden wir W-MaBe auf der Borel-o-Algebra von R? als allgemeinen Oberbegriff.

Im folgenden werden immer wieder W-Maf3e und konvexe Funktionen auftreten. Zur
Vereinfachung der Sprechweise vereinbaren wir, daf alle auftretenden W-Malf3e endliche
erste Momente haben, und dafl alle auftretenden konvexen Funktion durch eine affin-
lineare Funktion von unten dominiert sind. Diese beiden Bedingungen garantieren, daf}
konvexe Funktionen stets quasi-integrierbar sind.
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2  Quantisierung von Verteilungen

Es seien P und () zwei W-Mal3e auf B und es besitze () eine endliche Trigermenge, also

m
Q = Z Oéjgyj .
i=1

Wir sagen, daf} das W-Mal ¢ durch das W-Mal} P majorisiert wird, wenn () aus PP durch
eine bestimmten Vereinfachungsvorgang gewonnen wird. Diesen Vorgang nennen wir
Quantisierung des W-Malles P.
Der Vorgang der Quantisierung erfolgt in zwei Schritten und wird nun beschrieben.
1. Im ersten Schritt wird das W-MaB P in eine Mischung von endlich vielen anderen
W-Mallen zerlegt. Damit ist folgendes gemeint: Wir suchen W-MaBle P, . .., P,,, sodafl
sich P als konvexe Linearkombination

P(A) =) a;P;(4), AcB, (1)
j=1
dieser W-Male darstellen 146t. Die Gewichte o, . . ., o, der konvexen Linearkombinati-

on werden dann als Gewichte fiir das Maf} () verwendet.
2. Im zweiten Schritt bilden wir die ersten Momente (Baryzentren) der Malle P, .. .,
P,,, also

yj:/xpj(dx), i=1,2,....m, 2)

und wihlen diese Baryzentren v, . . ., 4, als Trigerpunkte des Malles ().

In wenigen Worten 148t sich der Ubergang von P nach () so zusammenfassen: Das
W-MaB @) ensteht aus P durch Desintegration (Entmischung) von P in endliche viele W-
Male und anschliefende Konzentration der Gesamtmasse von P auf die Baryzentren der
Mischungskomponenten.

Wir gelangen so zum Begriff der Quantisierung.

Definition 2.1: Es seien P und () zwei W-MaBe. Das W-MaB () = Z;”:l Qjey, mit
endlicher Trigermenge wird von P majorisiert bzw. ist eine Quantisierung von P, in
Zeichen P ~ (@), wenn es W-MaBe Py, ..., P, gibt, sodal die Gleichungen (1) und (2)
gelten.

Ein W-Ma3 P 146t im allgemeinen zahlreiche unterschiedliche Quantisierungen zu.
Ein besonderes wichtiger Spezialfall einer Quantisierung liegt vor, wenn das majorisierte
W-MaB () durch eine Zerlegung der Triagermenge von P erzeugt wird. Quantisierun-
gen, die durch Zerlegungen erzeugt werden, spielen eine grofle Rolle in der statistischen
Clusteranalyse und Klassifikation.

IstC = (Cy,Cy,...,C,) eine Zerlegung der Grundmenge R?, dann ergibt sich daraus
in natiirlicher Weise eine Desintegration der Form (1) von P, indem man festsetzt

Q= P(Cl)7 <oy Qo 1= P(Cm)7 (3)

und
Py := P(-|C),..., Py = P(-|Cp).
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Das Besondere an dieser Desintegration von P besteht darin, da3 die Komponenten Py,
..., P, W-MaBe mit disjunkten Tragermengen sind, was bei einer allgemeinen Desinte-
gration (1) nicht verlangt ist.

Eine Zerlegung C fiihrt also, wie wir gesehen haben, zu einer Desintegration der Form
(1) von P, was dem ersten Schritt der Bildung einer Quantisierung () entspricht. Um zu ()
zu gelangen, miissen wir daher nur mehr den zweiten Schritt, also die Mittelwertbildung
durchfiihren. Die Triagerpunkte von () sind dann einfach die Zentroide der Mengen der
Zerlegung €, also

1 1
Yy = POy /Cle(dx),...,ym = PC) /meP(dx). 4)

3 Majorisierung von Verteilungen

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu. Er besteht darin, da3 das majorisierte
W-Mal keine endliche Trigermenge haben mufl. Um diese allgemeine Definition der
Relation P > () vorzubereiten, wollen wir zunéchst den speziellen Vorgang der Quanti-
sierung ein wenig umformulieren.

Gehen wir nochmals von der in den Gleichungen (1) und (2) beschriebenen Situation
aus. Wir definieren einen Markoffkern D : (y, A) — D(y, A) durch

D(y,A) =PF;(A) wemny=vy;, j=12,...,m,

oder in anderen Worten
D(y, A) =Y Pi(A)1y,(y), A€ ByeR
j=1

Damit ist D fiir Q-fast alle y € R? definiert. Mit diesem Markoffkern knnen wir die
Gleichungen (1) und (2) neu anschreiben. Es gilt

P =Y aP(4) & P = [ D0l

und

Ein Markoffkern D mit den beschriebenen Eigenschaften wird (mit einer aus der Potenti-
altheorie kommenden Bezeichnung) als Dilation von () nach P bezeichnet.
Die folgende Definition iibertrigt den beschriebenen Gedanken auf beliebige W-Mafe.

Definition 3.1: Es seien P und () W-MaBe auf R?. Das W-MaB P ist eine Majorisierung
des W-MaBes () (in Zeichen P - (), wenn es eine Dilation von () nach P gibt, dh. wenn
es einen Markoftkern D : B x R? — R mit den Eigenschaften

P(A) = / D(A,y)Q(dy), AcB, )
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und

y= /ID(dLy) Q — fi. (6)
gibt.

Man kann leicht nachpriifen, da$ fiir W-MaBe () mit endlicher Trigermenge die Defi-
nitionen (2.1) und (3.1) dquivalent sind.

Genauso wie endliche Zerlegungen C in natiirlicher Weise zu majorisierten W-Mallen
mit endlicher Trigermenge fiihren, lassen sich auch durch Unter-o-Algebren von B ma-
jorisierte W-Maf3e konstruieren. Um dies zu sehen, betrachten wir den bedingten E-Wert

E(X|e):=) %OJ)/C aP;(dz) - 1,

j=1 J

wobei X : z — z die Identitit bezeichnet, und iiberzeugen uns davon, daf} in der Kon-
struktion (3) und (4) das W-MaB (@ einfach das BildmaB von P unter £(X|C) ist, also
Q = Px E(X|C).

Die eben beschriebene Sichtweise 1468t sich nun wesentlich allgemeiner fassen.

Theorem 3.2: Es sei (§2, A, W) ein W-Raum und Z : Q) — E eine meBbare Abbildung.
Weiters seien C; und Cy Unter-o-Algebren von B und

P:=W=xE(Z|C), Q:=WxE(Z|C).

Dann giltC; D C, = P > Q.

Mathematisch gesprochen besagt dieser Satz, daB fiir W-Malle, die als Bildmal3e von
bedingten Erwartungswerten gebildet werden, die Inklusionshalbordnung fiir o-Algebren
in der Majorisierungshalbordnung fiir W-Mafle enthalten ist. Dieser abstrakte Sachver-
halt hat eine informationstheoretische Interpretation: Wenn die Verteilungen P und @)
durch Restriktion eines W-Malles W auf unterschiedliche Informationsmengen €; und
C, entstehen, dann ist der Informationsvergleich (die Inklusionshalbordnung) in der Ma-
jorisierungsrelation enthalten.

Diese Tatsache ist auch deshalb von besonders grolem Interesse, weil man zeigen
kann, dal} die Relation P > () immer auf diese Art und Weise auf die Inklusionshalb-
ordnung fiir o-Algebren zuriickgefiihrt werden kann. Wir werden diese Umkehrung des
vorangehenden Satzes im nédchsten Unterabschnitt niher erldutern und beweisen.

Der Vollstiandigkeit halber fithren wir nun den Beweis des Satzes (3.2).

Beweis: Zur Vereinfachung der Bezeichnung sei X := E(Z|C;) und Y := E(Z|Cy). Als
Vorbereitung fiir den eigentlichen Beweis zeigen wir zunichst, dal £(X|Y) =Y W-f.i.,
oder in anderen Worten

E(E(Z|C))|E(Z]Cy)) = E(Z]C;) W — i (N

Da fiir jede Borelmenge B die Beziehung { F(Z|C,) € B} € €, C € gilt, erhdlt man

/ E(Z|€)dW :/ Zdw :/ E(Z|6,)dW,
E(Z|Cy)eB E(Z|€)eB E(Z|€)eB



94 Austrian Journal of Statistics, Vol. 31 (2002), No. 1, 89-103

woraus die behauptete Gleichung (7) folgt.
Es sei nun D ein Kern mit der Eigenschaft

D(y,B)=W(X € BlY =y) fir Be€ B, @ — f.i.

Dann gelten die Aussagen
/D(y, B)Q(dy) = /W(X € BIY)dW = W(X € B) = P(B)

und
/a:D(Y, dr) =E(X|Y)=Y W-{i.

Aus der zweiten Gleichung folgt

/xD(y,dx) =y Q-fi.

Dabher sind die Bedingungen fiir P > () erfiillt. O

Es gibt mehrere dquivalente Definitionen der Majorisierungsrelation. Wir diskutieren
im folgenden eine Version, die in Zusammenhang mit der Informationstheorie steht.

Sind P und Q) zwei W-MaBe auf R?, dann gibt es im allgemeinen zahlreiche W-MaBe
R auf R? x R¢, deren Randverteilungen mit P bzw. () iibereinstimmen. Man kann nun
die Giiltigkeit von P > () dadurch charakterisieren, dal ein solches W-Maf} R mit einer
ganz bestimmten Eigenschaft existiert.

Es seien X und Y die Projektionen von R? x R? auf die Komponenten, und zwar sei
X :(z,y) »azundY : (z,y) — y.

Theorem 3.3: Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. P> Q.
2. Es gibt ein W-MaB R|B?, sodaB R+ X = P, RxY = Q,und Ex(X|Y) =Y.

Die informationstheoretische Interpretation lautet folgendermaf3en. Die Zufallsgrofien
X und Y werden als Output und Input eines Informationskanals angesehen. Der Informa-
tionskanal stort das Inputsignal Y, wodurch das Outputsignal X stochastisch verfilscht
erscheint. Die Bedingung 2 des Satzes besagt nun, daf die Stérung keine systematische
Verfdlschung bewirkt, sondern erwartungstreu erfolgt. Mit dieser Interpretation 146t sich
der Satz in folgender Weise umformulieren:

Eine Verteilung P majorisiert eine Verteilung () genau dann, wenn es einen erwar-
tungstreuen Informationskanal gibt, der () als Inputverteilung und P als Outputverteilung
besitzt.

Beweis:
1. = 2.: Es sei D eine Dilation von () nach P. Wir definieren

R(A x B) = / D(y, AQ(dy), A B € B.
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Offensichtlich ist R« X = Pund R xY = (). AuBlerdem gilt

/BXdR:/B/xD(y,dx)Q(dy):/BYdR,

woraus sich die Gleichung Ex(X|Y) =Y ergibt.
2. = 1.: Es sei R ein W-Mal} mit den geforderten Eigenschaften. Wir definieren D
als einen Kern mit der Eigenschaft

D(y,A)=R(X € AlY =y), AeB, R—fi.

Dann ist zunéchst klar, dal die Bedingung (5) erfiillt ist. Die Bedingung (6) ergibt sich
aus der Gleichung Er(X|Y) =Y. O

Als Folgerung erhalten wir die angekiindigte Umkehrung von Satz (3.2).

Korollar 3.4: Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. P> Q.

2. Es gibt einen W-Raum (Q, A, W), eine meBbare Abbildung 7 : Q — R¢ sowie
Unter-o-Algebren C; O €, von A, sodal3

P:=W = E(Z|C), Q:=W «E(Z|C).

Beweis: Die Implikation 2. = 1. ist der Inhalt des Satzes (3.2). Fiir den Beweis der
Umkehrung 1. = 2. verwenden wir den Satz (3.3).

Wir definieren Q := (R%)?, A := €, := B(R%)?, Cy := Y }(B), W := R und
Z := X. Dann ist leicht nachzurechnen, da3 die unter 2. beschriebene Situation vorliegt.
O

Die Majorisierungsrelation ist eine Halbordnung auf der Menge aller W-Malle, d.h.
es gelten die Aussagen

P>~ P,
P>Q,Q~R— P> R.

Aus der Definition (3.1) ist auBBerdem ersichtlich, dafl W-Malfle, die hinsichtlich der Ma-
jorisierungsrelation vergleichbar sind, gleiche Mittelwerte haben miissen.
Aus der Ungleichung von Jensen ergibt sich, dal3

PrQ—= [sar> [ riq ®)

fiir jede konvexe Funktion f : R? — R. Daraus folgt unter anderem, daB die Halbord-
nung der Majorisierung sogar identifizierend ist.

Das zentrale Resultat der Theorie der Majorisierung ist das sogenannte Dilationskri-
terium, das auch als Satz von Blackwell-Sherman-Stein bekannt ist. Die Aussage dieses
Satzes besteht darin, daB die Giiltigkeit der Ungleichungen (8) nicht nur notwendig, son-
dern sogar hinreichend fiir P > @) ist.
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Theorem 3.5: Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. P> Q.
2. [ fdP > [ fdQ fiir alle konvexen Funktionen f : E — R.

Der Beweis der Implikation (2)=—-(1) hat eine lange Geschichte, die mit Hardy, Litt-
lewood und Polya (1929) beginnt. Die von uns zitierte Version des Satzes findet sich zum
Beispiel in Torgersen (1991), Theorem 7.2.17, p. 347, (wobei dort unter (ii) die Gleichung
T = DS durch S = DT zu ersetzen ist).

4 Majorisierung und Konzentrationsmessung

Wir beginnen daher mit einem Uberblick iiber die Geschichte dieses Begriffs.

Das Konzept der Majorisierung hat eine lange Geschichte und zahlreiche verschiede-
ne Anwendungen. Der Bogen der Anwendungen spannt sich von der statistischen Kon-
zentrationsmessung iiber innermathematische Anwendungen in Zusammenhang mit Un-
gleichungen bis hin zur Informationstheorie und zur statistischen Entscheidungstheorie.
Das Buch von Marshall und Olkin (1979) gibt Auskunft iiber die vielfiltigen innermathe-
matischen Anwendungen des Majorisierungsbegriffs. Blackwell (1951) entdeckte einen
Zusammenhang des Majorisierungsbegriffs zur statistischen Entscheidungstheorie. Die
Anwendung des Majorisierungsbegriffs in der statistischen Entscheidungstheorie erhielt
entscheidende Impulse durch LeCam (1964) und Torgersen (1970). Eine ausfiihrliche
Darstellung dieser Resultate und eine Erweiterung vieler der im Rahmen der statistischen
Entscheidungstheorie gewonnenen Resultate auf das urspriingliche allgemeine Konzept
der Majorisierung finden sich bei Torgersen (1991).

Die klassische Anwendung der Majorisierungsrelation ist die Messung der Vermo-
genskonzentration in einer Bevolkerung. Historisch gesehen ging das Konzept der Majo-
risierung als mathematische Abstraktion aus der Konzentrationsmessung hervor. Details
dazu finden sich in Marshall und Olkin (1979). Wir gehen den umgekehrten Weg und
werden die okonomischen Interpretationen aus den allgemeinen Konzepten gewinnen.
Auf diesem Weg ist es zweckmiBig, den Spezialfall von diskreten Maf3en etwas genauer
anzusehen.

Es seien

P = i%’% und @ = zn:ﬁjeyj
i=1 j=1

zwei W-MaBe auf R?. Wir lassen ausdriicklich zu, daB die Trigerpunkte x; bzw y; nicht
alle paarweise verschieden sind.

Eine Dilation D wird durch eine spaltenstochastische m x n-Matrix W = (w;;) dar-
gestellt, indem

wij = D({xi}, ;)
definiert wird. Die Darstellung von D lautet dann

D(A7 y) - Z Z Wij€q, (A)l{yj}(y)'

j=1 i=1
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Es gelte nun P > (). Ubersetzt man nun die Gleichungen (1) und (2), so ergibt sich
P({x) / D({:}. v)Qdy)
= ZD {xi}, y;7)8 waﬁj

und

(dz,y;)

v
Z: D({zi}, ;) ;xiwzj.

Die Beziehung P > () kann fiir diskrete Malle in der Sprache der linearen Alge-
bra ausgedriickt werden. Zu diesem Zweck fassen wir die Gewichte zu Spaltenvektoren
zusammen, also

aq 51

a2 52
a=| . , b=1. :

o8 Bn

und die Triigerpunkte z; € R?, y; € R? ordnen wir als Spaltenvektoren von Matrizen
an,also

11 21 - -« Tyl

T12 22 ... T2
A= ,

T1d Tod - - - Tmd

und

Y11 Y21 - - Ynl

Y12 Y22 - - Yn2
B=1. . . .

Yid Y2d - - - Ynd

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann der folgende Satz.

Theorem 4.1: Es gilt genau dann P > (), wenn es eine spaltenstochastische Matrix W
gibt, sodall a = Wb und AW = B.

Die Gleichung AW = B besagt, daf} die Trigerpunkte des W-Malles () Konvex-
kombinationen der Trigerpunkte des W-Malles P sind. Die Gleichung a = Wb kann
dahingehend interpretiert werden, dal bei der Bildung der Trigerpunkte von () aus den
Tragerpunkten von P die Gewichtsbilanz ausgeglichen ist. Diese Interpretation steht in
Zusammenhang mit der klassischen 6konomischen Deutung der Majorisierungsrelation.

Wir betrachten eine Population, bei der das Vermogen eines Mitglieds durch einen
Vektor 2 € R? repriisentiert wird. Es gibt m verschiedene Vermogensstrukturen z;, xs, . .

*
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ZTm, die mit den relativen Haufigkeiten oy, s, ..., a,, auftreten. Die Verteilung der
Vermogen wird also durch die Haufigkeitstabelle

T | o
Tg | Qo |
Tm | O

angegeben, also durch das diskrete Maf}

m
P = E i€y,
i=1

Unter einem Vermogenstransfer oder einer Umverteilung versteht man die Bildung neuer
Vermogensstrukturen mit neuen Haufigkeiten, dh.

v | B n
Y2 | B2 | bzw. Q = Bi€y; s
: : j=1
Yn | Pn

nach folgender Methode: Jedes Vermogen z; der urspriinglichen Vermogensverteilung
wird mit dem Anteil w;; zur Bildung eines Vermdgens y; der neuen Vermogensverteilung
herangezogen. Das bedeutet, daf3

yi =Y aqw; firl < j <n, )
i=1
da} also die Gleichung AW = B aus Satz (4.1) erfiillt ist. Zur Bildung der neuen
Haufigkeitsverteilung werden

Wi B1 + wigfy + - - -+ Wi By

Vermogen mit der Struktur x; benotigt. Daher muf}

n
o = Zwijﬁj fiir 1 <1< m,
=1

sein, es muf} also auch die Gleichungen a« = Wb aus Satz (4.1) erfiillt sein.

Die durch W = (w;;) definierte Umverteilung ist nivellierend, wenn die Linearkom-
binationen (9) sogar Konvexkombinationen sind. In anderen Worten hei3t das, dal W
eine spaltenstochastische Matrix ist.

Damit haben wir eine Deutung der Majorisierungsrelation erhalten: Fiir die Vermo-
gensverteilungen P und () gilt genau dann P > (), wenn () aus P durch eine nivellierende
Umverteilung hervorgeht.



H. Strasser 99

Das Convex-Function Kriterium (3.5) besagt in diesem Zusammenhang, daf3 bei pro-
gressiven Steuertarifen eine nivellierende Umverteilung das Steueraufkommen mindert.

Der einfachste Spezialfall der Majorisierungsrelation tritt liegt dann vor, wenn d = 1,
m = n,und o; = ; = 1/n fiir alle i und j. In diesem Fall werden die W-MaBe P und )
durch die Vektoren x € R" und y € R" ihrer Trigerpunkte reprisentiert. Es handelt sich
dann bei P und () einfach um empirische Verteilungen von Datenlisten der Lange n in R,

also
1 — 1 —
polye 0=ly,
i=1 j=1

Da in diesem Fall die Gewichte «; und j3; alle gleich gro sind, bedeutet die Gleichung
a = Wb aus Satz (4.1), da} die Matrix W auch zeilenstochastisch ist. Wir erhalten auf
diese Weise:

Korollar 4.2: Es seien PP und () die empirischen Verteilungen zweier Vektoren x und y
in R*. Es gilt P > () genau dann, wenn es eine doppelt-stochastische Matrix W gibt,
sodaBB ©'W =y,

Das in dieser Aussage verwendete Kriterium ist, historisch gesehen, eines der frithesten
Definitionen der Majorisierungsrelation. Allerdings verwendet das urspriingliche Kon-
zept der Konzentrationsmessung, welches auf Dalton (1920) zuriickgeht, eine noch einfa-
chere Formulierung. Wenn die Datenliste y aus der Datenliste 2 dadurch hervorgeht, daf}
fiir zwei bestimmte Indizes 7 und j

yi = oz, +(1—a)zj, 0 <a <1,
y; = Bri+ (1= By, 0< B <1,

so spricht man von einem sogenannten Transfer. Jeder Transfer kann durch eine geeignete
doppeltstochastische Matrix W und die Operation AW = B dargestellt werden. Die ur-
spriingliche Definition von P > () bestand nun darin, daf () aus P durch eine Folge von
Transfers hervorgeht. Bemerkenswert ist nun die Tatsache, daf} diese Definition mit der in
Korollar (4.2) verlangten Bedingung sogar dquivalent ist. Fiir den eindimensionalen Fall
d = 1 stammt dieses Resultat von Hardy, Littlewood und Polya (1929). Die Ubertragung
des Resultats auf den mehrdimensionalen Fall d > 1 findet sich zum Beispiel bei Mars-
hall und Olkin (1979). Fiir weitere historische Informationen verweisen wir eberfalls auf
Marshall und Olkin (1979).
Das Convex-Function Kriterium lautet nun:

Korollar 4.3: (Hardy, Littlewood und Polya, 1929) Es seien P und () die empirischen
Verteilungen zweier Vektoren x und y in R". Es gilt P > () genau dann, wenn

P>Q <+ Zf(xz) > Z f(y;) fiir allen konvexen Funktionen f.
i=1 i=1

Der Zusammenhang zwischen der Majorisierungsrelation auf R und der mathema-
tischen Theorie der Ungleichungen fiihrte zu einer groen Zahl neuer Ergebnisse. Das
Buch von Marshall und Olkin (1979) gibt Auskunft {iber die vielfdltigen innermathema-
tischen Anwendungen des Majorisierungsbegriffs.
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5 Optimale Quantisierung

Es ist klar, daB3 eine Verteilung P viele verschiedene Quantisierungen besitzen kann.
Selbst wenn man sich auf Quantisierungen mit einer festen Anzahl m von Trigerpunkten
beschrinkt, ist die Anzahl der moglichen Quantisierungen uniibersehbar grof3. Dies liegt
schon alleine daran, da3 jede denkbare Zerlegung eines Datensatzes in m Teilmenge auf
die schon friiher beschriebene Weise zu einer Quantisierung fiihrt.

Durch die Quantisierung eines Datensatzes entsteht zwangsldufig ein Informations-
verlust. Angesichts der Tatsache, daf} es sehr viele Moglichkeiten gibt, einen gegebenen
Datensatz zu quantisieren, stellt sich die Frage nach den Gesichtspunkten und den Me-
thoden, die bei der Herstellung einer Quantisierung angewandt werden sollen.

Hier gilt es zwei Gesichtspunkte zu beriicksichtigen. Jede Quantisierung einer Ver-
teilung fiihrt einerseits zu einer Vereinfachung, aber andererseits zu einem Informations-
verlust. Eine plausible Strategie bei der Konstruktion einer Quantisierung kann nun darin
bestehen, unter der Bedingung einer bestimmten gewiinschten Einfachheit den Informati-
onsverlust der Quantisierung moglichst gering zu halten. Sehen wir uns nun an, wie sich
ein solcher programmatischer Gedanke prizisisieren und moglicherweise realisieren 14f3t.

Die Einfachheit einer Quantisierung wird am besten durch die Anzahl der Tragerpunkte
beschrieben. Je weniger Triagerpunkte, desto einfacher ist die Quantisierung. Die ein-
fachste Quantisierung besteht in einer Einpunktverteilung, die ihre Masse im Mittelpunkt
der Verteilung P konzentriert. Bei dieser Quantisierung ist der Informationsverlust am
groften. Lassen wir komplexere Quantisierungen zu, dann konnen wir deren Komple-
xitdt durch eine obere Schranke fiir die Anzahl der Trigerpunkte in Grenzen halten. Es
sei also

Din(P) :={Q: P > Q, supp(Q) < m}

die Menge aller Quantisierungen von P mit hochstens m Trigerpunkten. Die Aufgabe
besteht nun darin, in der Menge D,,,(P) solche Quantisierungen zu finden, fiir die der
Informationsverlust gemessen an P” moglichst klein ist.

Wie soll aber der Informationsverlust einer Quantisierung gemessen werden? Ein
naheliegender Gedanke besteht darin, ein skalarwertiges Informationsmaf} zu verwenden.
Dies ist eine Moglichkeit, auf die wir spéter noch zuriickkommen werden. Zunéchst
gehen wir aber von der Majorisierungshalbordnung selbst aus.

Es seien (Q;und (), zwei Quantisierungen in D,,(P). Dann kann es sein, daf eine der
beiden Quantisierungen die andere majorisiert, also zum Beispiel (); > (),. Das bedeutet,
daB die Quantisierung (), aus der Quantisierung (), durch Aufteilung und anschlieBende
Mittelwertbildung hervorgeht. Dieser Vorgang kann bei (), auf keinen Fall zusitzliche
Information iiber P erzeugen, die nicht schon in der Quantisierung (), enthalten wire.
Wenn also der Fall Q) > (), vorliegt, dann ist die Quantisierung (), vorzuziehen.

Da die Majorisierungsrelation nur eine Halbordnung ist, kann man nicht erwarten, daf3
D,,,(P) ein Maximum besitzt. Es ist nur realistisch, maximale, dh. uniibertreffliche Quan-
tisierungen zu suchen. Daraus ergibt sich ein einfacher Gesichtspunkt fiir die Auswahl
von Quantisierungen in der Menge D,,,(P). Wir sind nur an solchen Quantisierungen
interessiert, die durch keine andere Quantisierung majorisiert werden.
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Definition 5.1: Eine Quantisierung Q* € D,,(P) ist zuldssig oder maximal, wenn sie
von keiner anderen Quantisierung majorisiert wird, also wenn

Q- Q,QeD,(P)=Q=0Q"

Bevor man sich mit der Frage befal3t, wie man zuldssige Quantisierungen findet, ist es
notig, einige theoretische Absicherungen vorzunehmen. Resultate in dieser Richtung wur-
den von Potzelberger (2000a,b) erzielt. In gewissem Sinn wurde damit eine vollstandige
theoretische Losung des Problem fiir den Fall erzielt, bei dem das W-MaB} P stetig ist
(eine Lebesgue-Dichte besitzt). Die Beweise dieser Resultate sind mathematisch sehr
anspruchsvoll, und wir kénnen daher hier nur eine Ubersicht anbieten.

Das erste Resultat sichert die Existenz von zuldssigen Quantisierungen.

Theorem 5.2: (Potzelberger, 2000b) Es sei P ein stetiges W-MaB. Fiir jede Quantisierung
Q € D,,(P) gibt es eine bessere und zugleich zulissige Quantisierung Q)* € D,,(P),
sodaB also @ < Q)*.

Das nichste Resultat ist erstaunlich und iiberaus wichtig. Es zeigt ndmlich, daf3
zuldssige Quantisierungen immer auf Zerlegungen beruhen, also auf einer sehr spezi-
ellen Konstruktion von Quantisierungen. Dariiber hinaus sind die dabei in betracht zu
ziehenden Zerlegungen von einer sehr speziellen und einfachen Struktur.

Theorem 5.3: (Potzelberger, 2000b) Es sei P ein stetiges W-Map. Fiir jede zuléssige
Quantisierung Q* € D,,,(P) wird von einer Zerlegung C = (C,Cy, ..., C,,) bestehend
aus m konvexen Polytopen erzeugt.

Damit sind die Quantisierungen, die fiir die praktische Anwendung in Betracht kom-
men, bereits sehr stark eingeschréankt. Allerdings ist die Vereinfachung noch nicht geeig-
net, Algorithmen zur Berechnung von zulédssigen Quantisierungen anzugeben. Dies ist
erst auf Grund des nédchsten Resultates moglich.

Es geht also um die Frage, wie man zuldssige Quantisierungen konstruieren kann. Fiir
eine beliebig gewihlte konvexe Funktion f definieren wir die Menge

Om(P, f) = {Q*e@m(P):/fdQ*: sup /fdQ}.

QeDn(P)

Diese Menge O,,(P, f) enthilt Quantisierungen, die durch spezielle Optimierungsauf-
gabe mit einer skalarwertigen Zielfunktion definiert sind. Wir werden im néchsten und
letzten Abschnitt dieser Arbeit dariiber berichten, daf3 es fiir die numerische Losung die-
ser Optimierungsprobleme iiberaus wirksame Algorithmen gibt, die durch Bock (1992)
und Potzelberger und Strasser (2001) definiert und genau untersucht wurden.

Das dritte Resultat besagt, dal mit diesen praktisch 16sbaren Optimierungsprobleme
ausschlieBlich zulidssige Quantisierungen gewonnen werden.

Theorem 5.4: (Potzelberger, 2000b) Es sei P ein stetiges W-Mal3 und f eine konvexe
Funktion, welche nicht das Maximum von weniger als m affin-linearen Funktionen ist.
Dann sind alle Quantisierungen in O, (P, f) zuldssig in D,,(P).
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Das letzte theoretische Resultat betrifft die Frage, ob man durch die beschriebenen
Optimierungsprobleme im wesentlichen alle zulidssigen Quantisierungen erhalten kann.
Dies ist in einem approximativen Sinn tatséchlich der Fall.

Theorem 5.5: (Potzelberger, 2000b) Es sei P ein stetiges W-Mal3 und Q € D,,,(P) sei
so daf3 |supp(Q)| = m. Diese Quantisierungen () ist genau dann zulidssig wenn es eine
Folge von konvexen Funktionen f,, gibt, von denen keine das Maximum von weniger als
m — 1 affin-linearen Functionen ist, sodal3

Q = lim @Q, schwach,wobei Q,, € O,,(P, f»,).
n—00
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