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Zusammenfassung: Fiir die Uberwachung von Abwasserkliranlagen ist die
Messung und Kontrolle der Konzentration verschiedener chemischen Sub-
stanzen erforderlich. Wir untersuchen die statistischen Eigenschaften der
MeBwerte und die dadurch gegebenen Auswirkungen auf international ver-
wendete Uberwachungskriterien. Die Ergebnisse der Verteilungsanalyse er-
moglichen es, Vorschldge fiir eine effizientere Analyse der Mef3daten vor-
zubringen. Wir geben optimale Methoden fiir die Berechnung mittlerer Kon-
zentrationswerte an, woraus auch die optimale Anzahl von Messungen fiir das
Erreichen vorgegebener Genauigkeitsanforderungen bestimmt werden kann.

Abstract: Monitoring of purification plants requires the measurement of
several chemical parameters. We analyze the statistical properties of those
measured values and consider the impact on official regulations for monitor-
ing. The results of the analysis of the distribution yield to suggestions for an
efficient application of monitoring regulations. Using optimal methods for
estimation of mean values we calculate the necessary sample sizes in order
to reach a given level of precision and compare it to necessary sample sizes
derived from standard methods.

Schliisselworter: Verteilungsanalyse, MeBverfahren, Probenumfang, Log-
Normalverteilung.

1 MeBverfahren

Die wichtigsten Gruppen von Stoffen in Abwiéssern sind Kohlenstoff-, Stickstoff- und
Phosphorverbindungen. Die Beschaffenheit des Abwassers beschreiben einerseits Sum-
menparameter (C'SB,, - chemischer Sauerstoffbedarf -, BSB,, - biochemischer Sauer-
stoffbedarf -, TOC' - gesamter organisch gebundener Kohlenstoff, n bezeichnet die An-
zahl der Tage), die in erster Linie organische Kohlenstoffverbindungen erfassen. Die
gesamte Stickstoffbelastung (T'K N) setzt sich aus reduzierten Stickstoffverbindungen,
NH,-N, org. N und NO,-N (Nitrit) und NO3-N (Nitrat) zusammen. Fiir den gesamten
Phosphor-Gehalt, P-gesamt, ist ortho-Phosphat, PO,-P, der wesentlichste Einzelstoff.

In den Klédranlagen werden nach vorgegebenen Priifplinen moglichst homogene Ab-
wasserproben aus dem Zulauf und dem Ablauf entnommen. Die Ziehung und Analyse der
Proben erfolgt in unterschiedlichen Intervallen, von mehrfach téglich bis zu Wocheninter-
vallen. Die Analytik zur Bestimmung obiger Parameter erfolgt nach verschiedenen bio-
chemischen Verfahren, beispielsweise Verdiinnungsverfahren, Kolorimetrie, Photometrie,
Ionenchromatographie, und unterliegt Normen. In Moser und Thonhauser (1992) findet
man eine detaillierte Beschreibung solcher Verfahren und damit verbundener Probleme.



Hier sind in der Folge die statistischen Eigenschaften der Parameterwerte von Inter-
esse. Als Beobachtungswerte liegen fiir eine der drei Gruppen repriasentative Mellwerte
(etwa C'SB, N-gesamt, IP-gesamt) vor.

2 Verteilung der Konzentrationswerte

Die fiir die verschiedenen Abwasseranlagen vorgeschriebenen Kriterien und Grenzwerte
sind oft durch zwei grundlegende Annahmen die Daten betreffend motiviert. Die eine
ist die Hypothese einer Normalverteilung fiir die Beobachtungen, die zweite Annahme
betrifft die - zumindest weitgehende - Unabhingigkeit der MeBwerte. Werden diese Vor-
aussetzungen akzeptiert, so vereinfacht sich die statistische Interpretation der Kriterien
betrichtlich. Eine umfangreiche Analyse von MeBwerten verschiedener Kldranlagen im
Rahmen eines interdisziplindren Forschungsprojekts an der Technischen Universitit er-
gab allerdings, dal} diese beiden Annahmen in der Praxis nicht haltbar sind. Die beiden
Untersuchungen (Verteilungs- und Zeitreihenanalyse) sind als getrennte Fragestellungen
zu verstehen. Erstere war vor allem fiir die Interpretation und Wirksamkeit der Kontrolle
wichtig, zweitere war fiir die Auswahl der Zeitpunkte fiir die Ziehung einer Probe fiir die
Betreiber der Kldranlagen von Interesse.

Die Unabhingigkeitshypothese, die bei Betrachtung der chemischen Vorgéinge von
vornherein in Zweifel zu ziehen ist, bleibt dabei iiberraschender Weise zumindest fiir
manche Modelle in modifizierter Form vertretbar oder hat nur relativ geringe Auswir-
kungen auf den statistischen Fehler. In den durchgefiihrten Analysen stellte sich aber
die Normalverteilung als durchwegs ungeeignet fiir die statistische Modellierung der che-
mischen MeBwerte (z.B. Phosphor, Stickstoff, Ammonium, Ammoniak etc.) heraus. Die
fiir verschiedene Verteilungstests notwendige Unabhingigkeit der MeBwerte wurde durch
die Auswahl weit auseinanderliegender Werte erreicht und mit parameterfreien Tests ab-
gesichert. Dabei erwies sich als hilfreich, daf in den Zeitreihen keinerlei Perioden bzw.
lineare Trends nachweisbar waren und aulerdem MeBwerte iiber mehrere Jahre vorhan-
den waren.

Die in den Daten vorhandene Asymmetrie legt die Verwendung einer Verteilung mit
entsprechender schiefer Dichte nahe. Fast alle MeBreihen paf3ten sich an eine der beiden
folgenden Verteilungstypen gut an.

Der grofBite Teil der Datensitze entspricht einer logarithmischen Normalverteilung
X ~ LogN(p,0%), wobei aber Ausreifier bzw. Fehlmessungen die MeBreihen kontami-
nieren konnen. Die Entfernung oder gesonderte Behandlung der Ausreifler ermoglichen
adaptierte AusreiB3ertests, wie beispielsweise der David-Hartley-, Grubbs- oder der Dixon-
Test (sieche Madansky, 1988). In den vorliegenden Daten waren bis zu 4% der Werte der
logarithmischen Normalverteilung fremd und waren mit statistischen Methoden relativ
leicht zu erkennen, da sie nur im oberen Spektrum der Spannweite auftraten.

Abbildung 1 zeigt ein typisches Histogramm von Phosphor-Werten im Ablauf nach
eventueller Bereinigung und die angepalite Dichte der logarithmischen Normalverteilung.
Die Modellierung des Anteils der Daten, die nicht logarithmisch normalverteilt sind, in
Form einer stetigen Gleichverteilung erwies sich in einigen Féllen als erfolgreich. Ver-
teilungstests, wie beispielsweise der Kolmogoroff-Smirnoff-Test, fiihrten auf p-Werte von



mehr als 50% fiir eine Mischverteilung einer logarithmischen Normalverteilung und einer
Gleichverteilung. Das Mischungsgewicht der Gleichverteilung lag unter 2%, die logarith-
mische Normalverteilung bildete die tragende Modellverteilung.

Bei den Stickstoffwerten ergab sich das gleiche Bild, die Annahme der logarithmi-
schen Normalverteilung wurde fiir Ablauf- und Zulaufwerte bestitigt. In wenigen Fillen
eignete sich auch die (der logarithmischen Normalverteilung dhnliche) Gammaverteilung
als Modellverteilung. Mischverteilungen treten bei Stickstoffkonzentrationen wie auch
bei anderen Substanzen seltener auf.
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Abbildung 1: Phosphor Ablaufwerte [mg/1]

Die zweite Gruppe von MefBreihen bildete nicht unimodale Histogramme. Wird das
Mischungsgewicht grofler, kann man abweichende Messungen nicht mehr als Ausrei-
Ber behandeln, sondern kann den Prozel} aus zwei verschiedenen Prozessen bestehend
ansehen (Abbildung 2). Durch gednderte Umweltbedingungen oder Aktivititen der An-
lagenbetreiber treten iiber einzelne Zeitspannen Prozesse auf verschiedenen Niveaus auf.
Jeder der Prozesse entspricht einem Einzelprozel3 einer logarithmisch normalverteilten
Zeitreihe.

Als Gesamtverteilung empfiehlt sich daher eine Mischung von zwei (oder mehreren)
logarithmischen Normalverteilungen fiir den gesamten ProzeB. Die Ergebnisse iiblicher
Anpassungstests bestitigen, da} sich solche Mischverteilungen gut an MeBreihen mit bi-
modalem Histogramm anpassen. Fiir die Werte aus Abbildung 2 zeigt Abbildung 3 das
Histogramm mit entsprechender Dichte der Mischverteilung.

Die Anteile der beiden Verteilungen schwanken in den untersuchten Datensédtzen vom
bimodalen Typ zwischen 40% und 60%. Die Trennung der beiden logarithmisch normal-
verteilten MefBreihen sollte in der Praxis mit relativ einfachen Methoden der Clusteranaly-
se gelingen, zumindest wenn die verschiedenen chemischen Werte einzeln behandelt wer-
den. Als Distanz fiir die Trennung der beiden Datensétze eignet sich ein eventuell gewich-
teter Euklidischer Abstand. Prinzipiell ist auch eine (Maximum Likelihood) Schitzung
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des Anteils sowie der Parameter der logarithmischen Normalverteilungen durchfiihrbar,
wobei aber normalerweise numerische Probleme auftreten.
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Abbildung 2: Zeitreihe Phosphor-Ablaufwerte
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Abbildung 3: Histogramm und Dichte der Mischverteilung

Die Analyse von konkreten Ablaufdaten ergab, dal die Hypothese einer logarithmi-
schen Normalverteilung eine brauchbare Grundlage fiir die Modellierung der chemischen
MeBwerte in Abwasseranlagen ist, vorausgesetzt die Daten konnen von Ausreiflern befreit
und bei Mischverteilungen auch zerlegt werden.
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3 Korrelationen

Fiir Daten aus Abwasseranlagen ist zu erwarten, daf aufeinanderfolgende Werte stark kor-
reliert sind. Dies wird durch Unabhingigkeitstests, wie beispielsweise den von-Neumann-
Test (sieche Madansky, 1988), fiir alle chemischen Parameter sowohl im Zulauf wie auch
im Ablauf nachgewiesen.

Dem vorigen Abschnitt folgend ist die Untersuchung der logarithmierten Datenreihe
statistisch einfacher durchfiihrbar. Bei Messungen im Tagesabstand bleibt die Abhéngig-
keit normalerweise 3 bis 9 Tage signifikant, bei manchen Kldranlagen treten groere Kor-
relationen auch noch nach 14 Tagen auf. Abbildung 4 zeigt eine Autokorrelationsfunkti-
on, die sich als Muster fiir viele Datensitze eignet.
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Abbildung 4: Autokorrelationsfunktion

Die meist auftretenden negativen Korrelationen fiir groere Zeitabstidnde lassen sich
mit gesteigerter Aktivitdt der Kldranlagenbetreiber begriinden, wenn hohe Schadstoff-
mengen im Zulauf registriert werden. Ein Ansatz als autoregressive Zeitreihe - AR bzw.
ARIMA - fiihrte auf eine zufriedenstellende Erkldrung der Abhéngigkeiten. Das Vorher-
sagefehler-Kriterium von Akaike (vgl. Akaike, 1971) empfiehlt bei den Zeitreihen haufig
einen Time-Lag von 3 Tagen. Ein autoregressives Modell der Form

X =01 Xe 1+ 02Xy 0+ 03X 3+ ¢

bietet in der Regel eine brauchbare Grundlage fiir die Analyse und Vorhersage der (loga-
rithmierten) Messungen.

Insbesonders bei der Kontrolle von Stickstoffwerten ist das Verhéltnis der Ablaufwerte
zu den Zulaufwerten die charakteristische GroBe. Hier zeigt sich, da3 die Abhédngigkeit
von Zulauf und Ablauf iiberraschend gering ist. Am selben Tag liegen so gut wie nie
Abhingigkeiten zwischen den beiden Werten vor und falls sie {iberhaupt auftreten, dann
erst nach ungefihr 3 Tagen.
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Abbildung 5 zeigt eine Korrelationsfunktion fiir Zu- und Ablaufwerte des gesamten
Stickstoffs einer Kldranlage.
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Abbildung 5: Korrelation von Zu- und Ablauf Stickstoff

4 Kontrollkriterien

Die Kontrollverfahren basieren auf der Vorgabe von Schwellenwerten fiir einzelne Mef3-
werte, Mittelwerte mehrerer Messungen iiber einen Zeitabschnitt oder von Wirkungsgra-
den. Unter der Voraussetzung, da3 die Verteilung eine logarithmische Normalverteilung
X ~ LogN (i, 0?) ist und g den Grenzwert bezeichnet, gibt

P (u = log(g))

o

die Wahrscheinlichkeit fiir eine Uberschreitung des Grenzwertes an. Dabei bezeichnet
®(.) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und i = exp(u + 02/2) das
Mittel und 62 = exp(2u + 0?)(exp(c?) — 1) die Varianz der logarithmischen Normalver-
teilung.

Die Kontrolle des Stickstoffgehalts erfolgt tiber den Wirkungsgrad, also die Effizienz
der Anlage fiir die Elimination der Substanz. Wenn X; den ZulaufmeBwert und X, den
AblaufmeBwert bezeichnet, dann ist der Wirkungsgrad durch

X - X,
W = X,
definiert. Gilt X; ~ LogN(p1,0%) und Xy ~ LogN(us,03), so ist die Dichte von W
durch ) ) log(1 )
og(l—w) —pu +p
flw) = T—w o ® ( - 2)
—w Ow Ow
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fir w < 1 gegeben. Dabei bezeichnet ¢(.) die Dichte der Standardnormalverteilung,
o3y = 07 + 05 — 290102 und ¢ den Korrelationskoeffizienten von (log(X7), log(X5)).

Der Erwartungswert des Wirkungsgrads ist
EW = 1 — ett—H2tow/2

— % 03 —00102

EX, '
Die Anlage erfiillt das Kriterium, wenn der Wirkungsgrad im Mittel iliber einem Grenz-
wert (etwa 70 oder 80%) liegt.

In jedem Fall liegen Werte X, ..., X, (absolute Messungen oder Wirkungsgrade)
und ein gegebener Grenzwert g vor. Dabei ist zu bemerken, dal Werte X; oft selbst
Mittelwerte sind. So werden oft Proben gleichzeitig an verschiedenen Stellen gezo-
gen oder ein und dieselbe Probe nach unterschiedlichen biochemischen Verfahren analy-
siert. Beschriankungen fiir die Hiaufigkeit von Grenzwertiiberschreitungen der X; ergeben
Uberwachungskriterien fiir den erlaubten Gehalt von Substanzen, wie etwa Phosphor, im
Abwasser.

Als Priifkriterien sind hauptsidchlich drei Methoden in Verwendung. Bei der ersten
wird eine maximale Zahl von Uberschreitungen vorgegeben, die zweite ist die 4vonS5-
Regel und bei der dritten wird der mittlere Wirkungsgrad iiber einen Zeitraum kontrolliert.

In der Europiischen Gemeinschaft ist fiir jede Anzahl n von Messungen des Phosphor-
Gehalts eine maximale Anzahl an tolerierten Uberschreitungen k,, vorgeschrieben. Dabei
erfiillen die Zahlen k,, (moglichst genau) die Gleichung

i (Z)p’;(l —pg)" " =1y

k=0

=1

fiir p, = 0.05. Wird der Grenzwert mit 5% Wahrscheinlichkeit bei einer einzelnen Mes-
sung iiberschritten, dann ist auch die Wahrscheinlichkeit fiir die Verletzung des Kriteriums
bei jeder Anzahl von Messungen 5%.

In Osterreich wird die sogenannte 4von5-Regel fiir die Uberwachung des Phosphor-
Gehalts angewandt. Von 5 aufeinanderfolgenden MeBwerten miissen mindestens 4 im
Toleranzbereich sein und der zweifache Grenzwert darf keinesfalls iiberschritten werden.
Betrachtet man die Ordnungsstatistik (X, ..., X(5)) von 5 Messungen (X, ..., X5), so
muB fiir die Einhaltung der 4von5-Regel X(4) < g; X(5) < 2g gelten. Die Wahrschein-
lichkeit fiir dieses Ereignis ist

5
P[Xu) < g; X5 < 29] = Y Fi(29) — 4Fi(y),

=1

wobei F;(t) der Wert der gemeinsamen Verteilungsfunktion von (X7, ..., X5) mit ¢ als
Argument an der i-ten Stelle und ¢ als Argument an den iibrigen Stellen bezeichnet. Fiir
die 4von5-Regel ist die Annahme, dal} die 5 Messungen unabhiingig sind, nicht vertretbar,
wihrend bei der EG Regelung von unabhingigen Werten ausgegangen werden kann, vor-
ausgesetzt es liegen mindestens 3 bis 7 Tage zwischen zwei Messungen. Ausgehend von
einer autoregressiven Zeitreihe { X} tritt eine Verletzung der 4von5-Regel bei mehr als
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8 Beobachtungen hiufiger als die Uberschreitung der EG-Vorschrift auf. Im praktischen
Betrieb erweist sich die EU-Regel als ausgewogener und gegeniiber aullergewohnlichen
Einzelereignissen unempfindlicher.

S Genauigkeit des Mittelwertes

Sowohl fiir die Einhaltung der Vorschriften als auch fiir die Uberwachung der Anlage ist
eine moglichst genaue Bestimmung des Mittelwertes jeder einzelnen chemischen Sub-
stanz duBerst wertvoll. Liegt zwischen zwei Messungen ein Zeitraum von mindestens 3
Tagen, dann kann man im allgemeinen die Werte als (annihernd) unabhéngig annehmen.
Die Schitzung des Erwartungswertes erfolgt meist mit dem Stichprobenmittel X ,,. Dies
ist aber nur unter der Annahme, dal die Daten normalverteilt sind, die beste Schitzung des
Erwartungswertes. Sind die MeBwerte aber, wie sich in der Praxis herausstellt, logarith-
misch normalverteilt, basiert eine effiziente Mittelwertschiatzung auf dem geometrischen

Datenmittel y
i=1

Die erwartungstreue optimale (varianzminimale) Schitzung 7, des Mittels einer logarith-
mischen Normalverteilung hat die Form

(3—n)/2
~ -1\ — ~n—1 ~n—1
T o—om=3r2p () x. 7 .. (32—=) (3
5 ¢ Lin-3)2 Jn T ;

wobei S? die Stichprobenvarianz der logarithmierten Werte und Z,, die modifizierte Bes-
selfunktion erster Art ist,

( ) /{'Fl/—/|—4/€—|—1)

(Siehe Abschnitt 6). Mit wachsendem n entstehen numerische Schwierigkeiten bei der
Berechnung der Besselfunktion. Eine Vereinfachung des Schitzers 7,, erreicht man durch
den Ersatz des Varianzschitzers durch den Parameter 0. Bei bekanntem Parameter o ist

T, = Xg o/ ey

der effiziente Schitzer (siche Abschnitt 6). Die Annahme, da8 o2 bekannt ist, erweist sich
fiir die untersuchten Daten als meist akzeptabel, dieser Parameter variiert fiir die meisten
MeBreihen kaum. Setzt man den Schitzer S? anstelle von o2 in (1) ein, dann iiberschitzt
T,, den Mittelwert. Diese Verzerrung war bei den gegenstindlichen Mefreihen aber kaum
feststellbar.

Die Verteilung der Schitzfunktion (1) ist wieder eine logarithmischen Normalvertei-
lung T, ~ LogN (i + (n — 1)0?/2n; 0 /n). Der Effizienzverlust des Stichprobenmittels
X, gegeniiber T},, dargestellt als Verhiltnis der Varianzen, betrigt

02/n -1

(e —1)/n
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und konvergiert fiir n — oo gegen 02/(e”” — 1). Die Brauchbarkeit von X ,, nimmt also
mit wachsendem o ab.

Die verbesserte Schitzmethode des Mittels durch 7, zeigt sich auch in der Verkleine-
rung des relativen Fehlers (7, — 1)/ /1. Die Anzahl der fiir das Erreichen einer bestimm-
ten Genauigkeit notwendigen Messungen verringert sich bei der Anwendung von 7,. Die
(approximierten) Abweichungswahrscheinlichkeiten fiir den relativen Fehler sind fiir X,

P2t <t = o202 _ 1
[ p Ve —1

und fiir 7;, giltbei ¢t < 1

P[Tnjﬂ‘gt]:q)(log(lﬂ)\/ﬁ_l_ o >_q)(log(1—t)\/ﬁ+ - )

[ o 2/n o 2\/n
und fiirt > 1
T
P[ ] St]:cl)(log(1—1—7f)\/ﬁ+ o )
i o 2/n

Der erwartete relative Fehler bei beiden Schitzverfahren betragt

g[food] o \fHenlloD

o ™n
bzw.
E

T”f“‘ - 4c1>(i>—2.
i 2/n

Bei den Analysen der Abwasserparameter wurden 6fters Werte fiir o2 in der GroRenord-
nung 02 = 0.12, 02 = 0.35 und 0 = 1.5 errechnet. In den folgenden Tabellen werden
die Abweichungswahrscheinlichkeiten fiir diese Werte von o2 und eine Grenze fiir den
relativen Fehler von 5% (¢ = 0.05) verglichen.

Tabelle 1: Abweichungswahrscheinlichkeit fiir % = 0.12

o e[ <] [P [ <
10 3421 3519

15 4124 4240

30 .5569 5712

50 .6779 .6930
100 .8386 8514
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Tabelle 2: Abweichungswahrscheinlichkeit fiir % = 0.35

MDD
10 .1930 2101

15 2352 2562

30 3277 3565

50 4150 4501
100 5601 .6024

Bei groBerem o? sollte auch die Grenze fiir den relativer Fehler hoher angesetzt werden,
im néchsten Beispiel ist diese Grenze 10%.

Tabelle 3: Abweichungswahrscheinlichkeit fiir 0% = 1.5

D EEIDEE
10 .1346 2012
15 .1644 2466
30 2309 3451
50 2953 4370
100 4080 5873

Die Vorgabe einer Sicherheit (3 fiir den relativen Fehler ermoglicht die Bestimmung einer
optimalen Anzahl von Messungen fiir das Erreichen dieser Sicherheit. Fiir das Stichpro-

benmittel ist die Anzahl
1 A
ny = CIfl (%ﬁ> (602 — 1) t72

und die optimale Anzahl ny fiir 7;, 16st (fiir ¢ < 1) die Gleichung

CI)(1og(1+1t)\/ﬁ o >_QI><1og(1—Wﬁ+ o >:5,

o * 2/n o 2/n

Zu den obigen Beispielen erhilt man bei 02 = 0.12, ¢t = 0.05 und 3 = 0.9 einen Stich-
probenumfang von ny = 138 bzw. ny = 130. Bei groBerem o ist die Einsparung an
Beobachtungen bei 1), deutlicher, fir 0> = 1.5, t = 0.15 und # = 0.85 ergibt sich
nyx = 321 bzw. ny = 137.

Die effiziente Schitzung des mittleren Wirkungsgrads bei festem g, o1, 02 und dem
Quotienten Z = X5/ X, aus Ablauf- und ZulaufgroBe ist demnach

W =1— Ze e(n—l)a;z,v/Qn'

Den Grad der Effizienzsteigerung dieses Schitzers gegeniiber dem Stichprobenmittel be-
stimmt wieder der Parameter o3,.
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6 Anhang

Dieser Abschnitt enthélt die theoretische Basis fiir die in den vorigen Abschnitten be-
schriebene Vorgangsweise.

RESULTAT 1  Die Stichprobe X1, ..., X, folge einer logarithmischen Normalvertei-
Iung LogN (u, 0*). Dann ist die effiziente Schiitzung des Erwartungswertes durch

(3-n)/2
i 1\ — n—1 n—1
T =232 () X, 7. ., (52—=) (5

9 G +(n-3)/2 \/ﬁ \/ﬁ

gegeben, wobei 52 die Stichprobenvarianz fiir die logarithmierten Beobachtungen, X ¢;
das geometrische Mittel der Beobachtungen und L, die modifizierte Besselfunktion erster

Art ist,
2\ (2°/4)"
o= (3 |
() =13 ;k! T(v+k+1)
BEWEIS. Aus der Likelihoodfunktion

I(n, 0?) = [(2m)"/? ”HIZ exp( %Z(log(zi)—u)Q)

1

ergibt sich die Suffizienz von S f und X, dem Stichprobenmittel der logarithmierten Wer-
te. Die Vollstindigkeit von X, S? ergibt sich aus der Eigenschaft der Exponentialfamilie,

zu der die logarithmische Normalverteilung gehort. Betrachtet man fiir j € {1,...,n}
X; = Zlog(XZ)
i#]
und

dann ist die Dichte von X, X;, S; durch
B 1 log(z) —u) (y— (n — 1)u> z
f('r7y7z)_o_4\/mx¢< o QS O_\/m g(o_g)

gegeben, wobei ¢ die Dichte einer x?-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden ist. Durch den
Zusammenhang

X = X +log(X;)
und ) 5
22X ool X,
"nn-1) n 5108(X;)

ergibt sich fiir die Verteilung von X;, X, (n — 1)S5? die Dichte

o) = o o (P o ()= o

~ ~ —1
(n—1)S* =5 + 2 log(X;)? + X;
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mit z = § — n(logz — #/n)?/(n — 1). Die bedingte Dichte von X;|X, (n — 1)S? ist

Vi L ; L))/

(n—1)s B(1/2,n/2-1) x 1= (log(x) — 5)2@ 1

fir exp(Z/n — \/3(n — 1)/n) < x < exp(Z/n+ +/$(n —1)/n).

Die bedingte Verteilung von

f($’3~77 5) =

P——

X
(08(X)) = )"

ist somit eine Betaverteilung Be(1/2,n/2 — 1). Nach dem Satz von Lehmann/Scheffé ist
T, = B(X,|X, 5%,

und dieser bedingte Erwartungswert ist

1 ~

- - X 1 oon/a2 t\/(n—1)S
W) B(1/2,n/2 - 1) /(1 — ) exp(T) dt.

-1

Die Integraldarstellung der modifizierten Besselfunktion erster Art bringt dann das Er-
gebnis. O

RESULTAT 2  Die Stichprobe X1, ..., X, folge einer logarithmischen Normalvertei-
lung LogN (i, 0%) mit bekanntem Parameter o*. Dann ist die effiziente Schéitzung des

Erwartungswertes durch
Tn — YG e(nfl)az/Zn

gegeben.

BEWEIS. Die Statistikj( des vorigen Beweises erfiillt jetzt die selben Voraussetzun-
gen. Die Transformation X' = X + log(.X,) fiihrt auf die bedingt Dichte

ol =~ Mg (PRt (Eloatn Zm ey (2o

von X |X . Die optimal Schétzung erfolgt wieder durch den bedingten Erwartungswert

(n—1)o?

E(X,|X) = exp( —

+

),

dies ist eine Darstellung von 77,. O

X
n
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